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Mit der Entwicklung der Computertechnik nimmt auch der Anspruch,
lineare Gleichungssysteme immer grofieren Ausmafles zu losen iiberproportional
zu. Dem Losen solcher linearer Gleichungssysteme setzt nur die fehlende
Arbeitsspeicherkapazitit des Computers (RAM) Grenzen.

1. Problemstellung

Mit dem linearen Zuwachs der Anzahl der Unbekannten in der
Ausgleichungsrechnung nimmt die Anzahl der Koeffizienten der Normalgleichungen
quadratisch zu. Die Behandlung der Matrizen von grolem Ausmal} wird in der
Mehrheit der Ausgleichungsaufgaben aber trotzdem moglich, da die Matrizen
normalerweise sehr viele Null-Elemente haben. Solche Matrizen werden als schwach
besetzt (sparse) bezeichnet. In Ausgleichungsrechnungen vorkommende sparse
Matrizen sind im Allgemeinen Schleifenmatrizen spezieller Form (die Nicht-Null-
Elemente befinden sich in der Hauptdiagonalen oder in dazu parallelen Linien). In
unseren Untersuchungen nehmen wir in der Struktur der sparse Matrizen keinerlei
RegelmafBigkeit an.

Fiir das Losen linearer Gleichungssysteme und fiir das Invertieren einer Matrix
sind zahlreiche numerische Methoden bekannt (Detrekoi, 1991). Diese sind auch im
Falle der sparse Matrizen anwendbar, allerdings wegen der vielen Null-Elemente nicht
zweckmiBig. Es ist zu erwdhnen, da3 die Inverse einer sparse Matrix normalerweise
keine sparse Eigenschaft besitzt (Gergely, 1974). Infolgedessen ist im Fall von
Ausgleichungsaufgaben ~ mit  schwach  besetzter  Koeffizientmatrix ~ der
Verbesserungsgleichungen eine unmittelbare Losung unkomplizierter als Bilden und
Invertieren der Normalgleichungen. Fiir die unmittelbare Losung ist die
Orthogonalisierung der Matrix eine Moglichkeit (Charamza, 1971; Volgyesi, 1979,
1980), die die Unbekannten der Verbesserungsgleichungen ohne Normalgleichungen
direkt liefert. Im Falle der Anwendung der Matrix-Orthogonalisierung gibt es fiir die
Anzahl der Unbekannten nur eine Begrenzung: im Arbeitsspeicher miissen mindestens
zwei vollstdndige Spalten der Matrix Platz finden.

2. Platzsparende Bildung der Verbesserungsgleichungen

Im Folgenden zeigen wir ein Verfahren, mit dem, im Falle schwach besetzter
Koeffizientenmatrizen, Ausgleichungsaufgaben mit hoher Unbekanntenzahl mittels
Matrix-Orthogonalisierung l9sbar sind.



\ Die Darstellung von Matrix A und Vektor /I in dem Hilfsvektor s:

Spl = Anzahl der Spalten, Rhn = Anzahl der Reihen,
Dat = Anzahl der nicht Null Matrixelementen in der Matrix A
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Abb. 1: Die Darstellung von Matrix A und Vektor | in dem Hilfsvektor s

Der erste Schritt



v=Ax-I (1)

ist die entsprechende platzsparende Bildung der Formmatrix A und des Vektors der
Absolutglieder /. Zum Zweck platzsparender Speicherung speichern wir in einem

Hilfsvektor s die Elemente sowohl der Matrix A als auch des Vektors I, wie
Abb. 1 es zeigt.

Es ist sehr wichtig, dass man bei der Formulierung der
Verbesserungsgleichungen die Elemente der Matrix A zeilenweise bestimmen kann.
Deswegen muss im ersten Schritt der entsprechende Teil des s Hilfsvektors genauso
zeilenweise einsetzbar sein. Weiterhin muss man wihrend der Matrix-
Orthogonalisierung die entsprechenden orthogonalisierten Transformationen in den
Spalten durchfiihren. Deswegen muss man spéter innerhalb des s Vektors von der
zeilenweisen Speicherungsmethode zu der spaltenweisen Speicherungsmethode
iibergehen.

Wenn die Matrix A der Verbesserungsgleichungen (1) viele Nullelemente
enthdlt, ist es zweckmiBig, nur die Nicht-Nullelemente anzugeben. In diesem Fall
muss man aber die Zeilen- und Spaltenkoordinaten der Nicht-Nullelemente (innerhalb
der Matrix) anfiihren, die fiir jedes Nicht-Nullelement weitere zwei Speicherplétze
beanspruchen wiirden.

Im Laufe der tatsdchlichen Losung der Ausgleichungsaufgaben bildet man
zunichst den Hilfsvektor s (siche 4bb. I)! Die Lénge des Hilfsvektors s betrigt:
Rhn+Spl+2+Dat+1 , wo Rhn = Anzahl der Reihen der Matrix A (Anzahl der
Gleichungen), Spl/ = Anzahl der Spalten der Matrix A (Anzahl der Unbekannten),
Dat = Anzahl der Nicht-Nullelemente in der Matrix A .

Der in Abb. I dargestellte erste Schritt ist das Bilden des Vektors s und die
Auffiillung der ersten Sp/+7 Elemente mit Nullelementen. Die Groe des Vektors s
sollte so grol wie moglich gewédhlt werden (der Kapazitit des Computers
entsprechend), da man noch nicht den Wert des Dat Parameters kennt.

Der zweite Schritt besteht in der Bildung der Elemente der Formmatrix A,
und in der speziellen Anordnung der Nicht-Nullelemente im Vektor s . Wihrend man
die Elemente der Matrix A in der Form

+ 10000 * Spaltenindex + Reihenindex + 0.1 * matrixelement (2)

von der Speicheradresse des Vektors s, Sp/+7, anordnet, erhoht man zugleich im
Laufe des Einschreibens der einzelnen Matrixelemente den Wert des Zihlers der
Spalten in den entsprechenden Zellen von 7-... Sp/. So erhélt man nach Bildung der
Matrixelemente in den Zellen 17-... Sp/ die Anzahl der Nicht-Nullelemente in den
einzelnen Spalten der Matrix A .

Sollte hohere Genauigkeit gewiinscht sein, kann man die Speicheradresse
Spl +1 und den 10000 * Spaltenindex + Reihenindex und die dazu gehérenden
+ Matrixelementwerte paarweise getrennt speichern. So belegt man fiir die Reihen-
und Spaltenindizes keine wertvollen Dezimalen (anstatt der Matrizenkoeffizienten).



Im dritten Schritt formen wir den Inhalt der 0-...Sp/+1 Speicherzellen um,
und der Anzahl der in den einzelnen Spalten auffindbaren Nicht-Nullelementen der
Matrix zufolge (diese der Reihe nach summierend) bestimmt man, mit welchen
Speicheradressen die zu den neuen Spaltenindizes gehdrenden Reihenindizes und
Matrixelemente in dem Bereich Spl+17-...Sp/+Dat des Vektors § nach dem 7. und
letzten Schritt anfangen.

Im vierten Schritt tibertragt man die zeilenweise gespeicherten Daten (2) Typ
vom Bereich Sp/+17-...Sp/+Dat - in spaltenweise gespeicherte Daten umgestellt — in
den Speicherbereich Sp/+Dat+1-...Spl+2+Dat des Vektors s .

Im fiinften Schritt werden die Daten des Bereiches Sp/+Dat+1 -...Spl+2+Dat
des Vektors auf den urspriinglichen Speicherbereich  Spl+71-...Sp/+Dat  ohne
Verianderung zurtick {ibertragen.

Im sechsten Schritt bildet man den Vektor I des Absolutgliedes und setzt
diese Werte zeilenweise in den Bereich  Sp/+2#Dat+1-...Spl+Rhn+2+Dat  des
Vektors s ein.

Im siebten und letzten Schritt trennen wir die Daten des Bereiches
Spl+1 -...Spl+Dat  des Vektors s in Reihenindizes und Matrizenelemente. Die
Reihenindizes werden spaltenweise in den Bereich Sp/+7 -...Sp/+Dat des Vektors s
und die Matrixelemente in den Bereich Spl+Dat+1-...Spl+2+Dat gespeichert.

So erhilt man die in der Abb. I dargestellte endgiiltige Struktur des Vektors s

- im Bereich 0-...Spl findet man, der Reihe nach, wo die neuen
Spaltenindizes im Vektor s anfangen (Sp/+7 ist die Adresse des ersten Gliedes der
Matrix)

- im Bereich Sp/+17 -...Spl+Dat findet man, der Reihe nach, spaltenweise die
zum jeweiligen Matrizenelement gehorenden Reihenindizes,

- im Bereich  Spl +Dat+1 -...Spl+2+#Dat  speichert man spaltenweise die
Elemente der Matrix,

- im Bereich Spl+2+Dat+1 -...Spl+Rhn+2*Dat findet man die
Absolutglieder.

3. Grundprinzip des Verfahrens der Matrix-Orthogonalisierung
Der néchste Schritt ist die Vorbereitung der Daten fiir das Ausgleichungsverfahren
mittels Matrix-Orthogonalisierung. Dazu muss man aber das Grundprinzip des

Verfahrens kennen (Charamza 1971, Strang 1976, Volgyesi 1979, 1980).

Es wird von der

)




Hypermatrix-Transformation veranschaulicht, wo: A  die Koeffizienten der
Verbesserungsgleichungen, [/ Vektor der Absolutglieder, E Einheitsmatrix, 0
Nullvektor, W Matrix mit Orthogonalspalten, G obere Dreiecksmatrix.

Fiir die Veranschaulichung des Algorithmus der Transformation (3) fithren wir
die folgenden Bezeichnungen ein: a&; : Spalte j der Matrix A, Ww; : Spalte j der
Matrix W, ej: Spaltej der Matrix E, gj: Spaltej der Matrix G . Mit diesen
Beziehungen fiihrt man die Matrixtransformation (3) in den folgenden Schritten durch:
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und der Vektoren I und w .

Die Matrizentransformation (3) liefert die gesuchten Unbekannten X; und v;
Verbesserungen an der Stelle der Vektoren x bzw. v unmittelbar. Die Varianz und
Kovarianz der Unbekannten Xx; enthalt die Gewichtskoeffizientenmatrix

Q, =G"(G")

wo (G™)" die Transponierte der Matrix G bezeichnet.



Mit der Betrachtung weiterer Einzelheiten des Ausgleichungsverfahrens
mittels Matrix-Orthogonalisieung beschéftigen wir uns nicht, da diese in fritheren
Publikationen auffindbar sind.

4. Praktische Ausfiihrung der Orthogonalisierung

In Kenntnis des obigen sollen wir nach den Elementes des Vektors s die
Spalten der Hypermatrix

darstellen. Die Spalten von A soll man schon mit dem Einschreiben der Nullelemente
darstellen, und in ihrer Reihenfolge einzeln in Auflenspeichern anordnen. Wenn alle
Spalten in AuBlenspeichern angeordnet wurden, kann man mit der Orthogonalisierung
nach dem Algorithmus (4) und (5) anfangen: Man liest die erste neue Spalte ein. Nach
der Normalisierung schreibt man sie in den Auflenspeicher zuriick. Dann liest man die
neue und die erste (normalisierte) Spalte ein, orthogonalisiert die zweite auf der erste
Spalte, normalisiert und schreibt zuriick in den AuBenspeicher; man liest die erste
normalisierte und die dritte neue Spalte ein; orthogonalisiert die dritte auf der ersten
Spalten, liest die zweite (auf der ersten Spalte orthogonalisierte und normalisierte)
Spalte an die Stelle der ersten Spalte, orthogonalisiert auch auf dieser zweiten Spalte
die dritte, nach der Normalisierung schreibt man zuriick in den AuBlenspeicher; ... dies
setzt man solange fort, bis die letzte Spalte auch auf allen vorstehenden Spalten
orthogonal steht. Die letzte Spalte darf man aber nicht normalisieren. So enthalten die
ersten N Elemente der letzten Spalte die Verbesserungen, die letzten r Elemente die
gesuchten Unbekannten.

Weil die tatsdchliche Orthogonalisierung im Arbeitsspeicher stattfindet, setzt
dem Grad der zu losenden Aufgaben (der maximalen Anzahl der Unbekannten) im
Falle des obigen Prinzips eine Grenze, dass wir im Arbeitsspeicher fiir zwei ganze
Matrizenspalten Platz haben miissen. Die Geschwindigkeit der Berechnungen ist
erhohbar, wenn im Arbeitsspeicher widhrend der Orthogonalisierung gleichzeitig
mehrere Spalten Platz haben.

5. Anwendungen

Das obige Prinzip wurde erfolgreich auf das Losen der Ausgleichung von
Schwerenetze und der Lotabweichungsinterpolation auf Grund der Messungen der
Drehwaage angewendet.(Volgyesi, 1995). Beim Losen beider Problemen haben sich
giinstige Erfahrungen ergeben, im Falle einer groBen Anzahl von Unbekannten sowohl
in Hinsicht sowohl der numerische Stabilisation als auch der Zeitdauer der
Rechnungen.
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Zusammenfassung

In der Mehrheit der Ausgleichungsaufgaben enthalten die Formmatrizen
normalerweise sehr viele Nullelemente. In diesem Fall stellen wir fiir die Bildung der
Verbesserungsgleichungen ein platzsparendes Verfahren vor, das ermoglicht die
Behandlung von Matrizen grolen Aufmafes. In diesem Fall ist ein zweckméBiges
Losungsverfahren die Anwendung des Ausgleichungsverfahrens mittels Matrix-
Orthogonalisierung, das die Unbekannten aus den Verbesserungsgleichungen - die
Aufstellung der Normalgleichungen vermeidend - unmittelbar liefert.



Summary

In majority of adjustment problems matrices of observation equations contain a lot of
zero elements. It is presented a special method for creation of observation equations
which give us a good possibility to treat large sparse matrices by computers in
adjustment. Matrix orthogonalization is a suitable adjustment method in this case,
which serves the unknowns directly from the observation equations, evading creation
of normal equations.
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