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A NEHEZSEGI EROTER POTENCIALFUGGVENYENEK
INVERZIOS REKONSTRUKCI(')J’A
EOTVOS-INGA ADATOK ALAPJAN

Dobréka Mihaly', Vélgyesi Lajos™

zass  Inversion reconstruction of gravity potential based on torsion balance measurements -

Suggestion can be found here for the inversion reconstruction of gravity potential. The suggested
method gives a possibility to determine deflections of the vertical based on torsion balance meas-
urements. Accuracy of this method is better than the accuracy of the former interpolation methods,
and it is possible to avoid some types of earlier interpolation problems.
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A nehézségi erotér potencialfiiggvényének inverzios rekonstrukciojara tesziink javaslatot. A javasolt
modszerrel lehetdség nyilik Edtvis-inga mérési adatok felhasznadlasaval fiiggévonal-elhajlas meg-
hatarozasara, az eddig alkalmazott interpolacios modszerek pontossagat feliilmulo szamitasok el-
végzésére és a korabban alkalmazott eljardsok soran felmeriild bizonyos problémdak athidalasara.

Kulecsszavak: inverzio, fiiggévonal-elhajlas, Eotvos-inga mérések

Bevezetés

Magyarorszagon az elmult 100 évben mintegy 60000 Edtvos-inga mérést végeztek. Mivel a méré-

sek nyersanyag kutatas celjabol torténtek, ezért csak a W, és a W, horizontalis gradienseket dol-

goztak fel. A geodézidban fontos W, és W,, gorbileti adatok eddig feldolgozatlanok maradtak,

pedig ezek jo lehetdséget teremtenek a fliggévonal-elhajlas meghatarozasara (voigyesi, 1993, 1995).

Az aldbbiakban a nehézségi erdtér potencialfiiggvényének inverzids rekonstrukcidjara te-
sziink javaslatot. Ugy véljiik a javasolt médszerrel lehetéség nyilik az eddig alkalmazott interpola-
ci6s modszerek pontossagat feliilmilo szamitasok elvégzésére és a korabban alkalmazott eljarasok
soran felmeriil bizonyos problémak athidalasara. Az inverzios algoritmus ellendrzésére szintetikus
adatokon végeztiink vizsgalatot.

Az inverzids algoritmus

Vegyiik fel a nehézségi erétér W (x, y) potencidljat valamely ¥;...¥p (ismert) bazisfiiggvény rend-
szer szerinti sorfejtés alakjaban:

P+1 n-1
W(x0) =D, B
n=1 i=0
ahol
. n(n-1) | . . . g .. , . ,
=——_——=+i, /=n—i-1 ¢és B, (ismeretlen) sorfejtési egyiitthatok. Az ismeretlenek sza-
P(P+1) Ry . e 1A .
ma: M =———+ P+1. (Altalanossagban a bazisfiiggvények sokfélék lehetnek, a jelen dolgozat-

ban azonban bazisfiiggvényekként hatvanyfiiggvényeket vagy Chebishev, Legendre, stb. polinomo-
kat tételeziink fel.)
A direkt feladat megoldasat (W, és W, gorbiileti adatok elmeleti ertekeit) ezzel eléallithatjuk a
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o 62W P+1 n-1 ,
py Szamitott — B.Y. EVV X
%y oxdy Z:;Zo: e
» P+1 n-1 .
szamztoll — Wyy _ Wxx — ZZB/ { SUI (y)'[/l (x) - ?ﬁ(y)ﬁ” l(x)}
n=1 i=0

alakban. A k-ik mérési pontban (x;,y,)az
Sy =¥ ¥ 1(x) & Oy =¥ () ¥ (x) =¥ () ¥ 1(x)
jeloléssel a szamitott E6tvos-inga adatok:

M M
k 4 k
Wi =>"BS, & W =>"B,0,,
j=1 J=1

ahol
Sy» Oy ismert matrix elemek (a; indexet i és / érteke egyértelmilen meghatarozza).

A mért és a szamitott adatok eltérésvektoranak elemei ezzel

Xmért 'mért

M M
o =WP "B, ¢ fi=W) - B0,
J=1 J=1
A minimalizalandoé fiiggvény legyen pl. az eltérésvektor L, normaja:

Ny Ny
2 2
E=Y e+ i
k=1

k=1
ahol
Ny a W, ill. N, a W, mérési adatok szama. Vektor irasmodot alkalmazva vezessiik be a
- Sy k<N
4mer {W“) N G0N 20N W(NZ)} G =1 1
oo A e P Ty N <k SN+ N,
és az
Z= d(mért) _gB
N
E=(e,e)= Zei
k=1

jeloléseket, ahol
Az igy definialt inverz feladat megoldasat a 57{5 =0, (I=1..,M) feltételrendszer alapjan felalli-

tott

egyenletrendszerbdl kapjuk:
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Az inverz probléma tehat linearis, megoldasaval a sorfejtési egyiitthatok B vektora meghatarozhato.

Mivel E6tvos-inga adataink a potencialfliggvény masodik derivaltjaival modellezhetdk, a By, B, B,

egylitthatokra (konstans tag, x-ben ill. y-ban linearis tagok egyiitthatdi) a fentiekben nincs egyenlet!

A B, konstans a tovabbiak szempontjabdl nem Iényeges (a potencial csak egy additiv kons-
tans erejéig meghatarozott), B;,B, eldallitdsa azonban tovabbi informéacié bevonasaval, pl. fiiggs-

vonal elhajlas adatok felhasznalasaval lehetséges az alabbi megfontolas alapjan:

A fligg6vonal elhajlas két horizontalis dsszetevdje:

E=D—9p, n=(A-A)cosp |,
ahol
@, A aszintfeliileti, ¢, A az ellipszoidi foldrajzi koordinatak, amelyekre

g5 =W, +U, ¢ gn :_Wy +Uy
Itt U az ellipszoidi normaltér ismert potencialfiiggvénye, g az atlagos nehézségi gyorsulas.

Az els6 derivaltak a fiiggévonal elhajlasbol:
Wy=-g& +U, ¢ W,=-gn +U,

A potencial sorfejtéses eldallitasabol

oW P+1 n—1 .
Wy =—-= B () 1(y) =B+ F(x,y)
ox ‘
n=1 i=0
_aW_PHn—lByj ,{,' _» G
w, __ay = A ()Y 1(y) =B, +G(x, ),

n=1 i=0

ahol

F(x,y), G(x,) ismert (a benne szerepl§ B; (j23) egyiitthatok a fentiek szerint adottak).
Hapl. (x=x;, y=y,)-benismerta (&,7) fliggdvonal elhajlas értéke, akkor

By =—F(x;, ) +U,(x,y1)—g& ¢ By ==G(x;,y)+U,(x,0)—gm

Az igy eldallitott sorfejtési egyiitthatokkal (additiv konstanstol eltekintve) a potencidl fiiggvény az
ismert bazisfliggvények felhasznalasaval a vizsgalt (mérésekkel lefedett teriilet) barmely pontjdban
meghatarozhato.

Sajnos azonban ez az algoritmus ilyen formdban nem mindig hasznalhaté. Ha ugyanis (mint

a fentiekben jeleztiik) bazisfiiggvényekként hatvanyfiiggvényeket vagy polinomokat (Chebishev,
Legendre, stb.) hasznalunk a sorfejtési egyiitthatok fiiggetlensége nem biztositott. A potencialfiigg-

vény
P+1 n-1 ] )
W)= Y By'x""
n=1 i=0
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szerinti eléallitasa esetén az indexek szerkezete pl. P=4 -re (M=15):

n i j= nn-1) +i xeésy Wy, -ban W, -ban Barmelyikben
2 hatvanyai szerepel szerepel szerepel
1 0 0 konstans - - -
2 0 1 X - - -
1 2 y - - -
310 3 X - + +
1 4 Xy - +
2 5 3y - + +
410 6 X - + +
1 7 X’y + + +
2 8 x)° + + +
3 9 ) - + +
510 10 x* - + +
1 11 x'y + + +
2 12 Xy + + +
3 13 Xy + + +
4 14 ' - + +
A G Jacobi matrix elsd harom oszlopaban minden mérési ponthoz tartozéan konstansok szerepel-
nek a
. _ n(n-1) ] o L . o ,
n| i | 1] j==——+i | xésyhatvinyai Jacobi matrix W, -bol | Jacobi matrix W 4 -bol
3102 3 x 0 -2
11 4 Xy 1 0
210 5 y’ 0 +2

tablazat tanusaga szerint. E harom oszlop tehat nem linearisan fiiggetlen, igy a normalegyenlet
gT G matrixa szingularis lesz, az inverz feladat nem megoldhat6! A probléma megoldasa az E6tvos

inga adatok és fiiggdvonal elhajlas adatok egyiittes inverzidjaval lehetséges.

Az elso derivalt adatok a fliggdvonal elhajlasbol szarmaztathatok:
WYmth — _ggmert + Ux éS Wymert — _gnmert + Uy

A potencial sorfejtéses eldallitasaval ezek szamitott értéke

P+l n-1 M

szamito, ow !
e = o D2 B 1()=) BiRy
) =
o o P ' M
W;zamltoﬂ — a_ — ZZB/?’[ (_x)?’ ](y) = ZB/Z]g
A =
ahol
' ' . nn=-1)
Ry =¥, (x)¥ 1), Zy =¥ (x)¥ 1(»), (J=——7—+1)

2
A mért adatok vektorat az els6 derivaltak (mért fliggévonal elhajlasi adatokbdl szarmaztatott értéke-

ivel) kiegészitve:
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J(mért) _ @ (Ny) ® (Ny) 1) (N3) (O] (Ny)
A = w0, O, O O

RS
Hasonlo szerkezetben allithatjuk el6 a szamitott adatok vektorat, amihez sziikséges a Jacobi matrix

szerkezetét is kiterjeszteniink az alabbiak szerint:
S, k<N,
Oy N, <k<N;+N,
Gy = R, N, +N,<k<N+N,+N,
Zy; Ni+N,+ N;<k<N +N,+N,;+N,

A szamitott adatok ezzel:

d szamitott __
s =

Bijj ill. (_i'(sza'm,'tott) :gé ,

M=

~
Il
—_

ahol
G = gi'(mért) _gé ,

N
E=@é)=) ¢
k=1
és N=N+N,+N;+N, .

Az igy definialt inverz feladat megoldésat ismét a % =0, (/=1,...,M) alapjan kapjuk:
1

ngé _ GT(_Z'(mért)

ahonnan
- 1 -
B-lg"6)'¢"d

Ez az algoritmus numerikusan stabil, amit az alabbi tesztekkel igazolunk.

Tesztelés szintetikus adatokkal

A teszt teriiletet az x,y koordinatak -1, +1 intervalluman definialtuk és felvettiik a

P+1 n—1

W)=Y D By'x"" (P=4, M=15)
n=1 i=0
potencialfeliiletet a

B=1{0.1,0.5,0.5,0.5,0.5,15.0,0.5,0.5,0.5, —1.5,1.5,1.5,1.5, 1.5, 1.5}
sorfejtési egyiitthatokkal! A szintetikus adatrendszert a kovetkezéképpen allitjuk eld:
1.) Ny =121 ,meérési” pontban (Ax = Ay =0.2 ) szamitjuk W, és W, értékeit és 5% vélet-
len zajjal (Gauss eloszlas) terheljiik.
2.) N, =9 ,mérési” pontban (Ax = Ay =1.0) szamitjuk W, és W, értékeit és 5% veletlen

zajjal (Gauss eloszlas) terheljiik.

Geomatikai Kozlemények VIII., 2005



228 DOBROKA M, VOLGYESI L

Az igy kapott N =2*(N, + N,) =260 adatot felhasznalva egyiittes inverziot végziink a Gauss-

féle legkisebb négyzetek (LSQ) mddszerével a példaban szereplé minddssze 15 ismeretlen meghata-

rozasara (a feladat tehat jelent6sen tilhatarozott). A bemend adatrendszert az /. dbra mutatja.

Wiy quasi mért gravitacios potencial derivalt Wiy -V guasi mér gravitacids potencial derivalt

¥ i ) X
1. abra. A W,, és W, bemené adatrendszer (5% zajjal terhelve) és az egzakt W, , W, feliilete

Az inverzids eredmény mindsitésére hasznalt mennyiségek (Dobroka et al., 1991):
adattérbeli (relativ) tavolsag:

N mért szamiton \2
D, - LZ{MJ

szdamitott
NSl

paramétertérbeli tavolsag:

M becsiilt Selvett

D, == M

m M m Selvett
k=1 k

paraméter kovariancia matrix (féatléban a paraméter becslési hibak):

cov (=" G

paraméter korrelacios matrix:
cov;
corr; =

= ———
\JCOV;; cov ;
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A paramétervektor elemeinek induld értékeit (start modell) minden esetben zérusnak vettiik. Az
inverzid eredményeként kapott (becsiilt) sorfejtési egyiitthatokat az 1. tablazatban mutatjuk be. A
tablazat elsé soraban Osszehasonlitasul bemutatjuk a teszt céljara felvett egyiitthatokat, a harmadik

sor pedig a %-osan kifejezett paraméterbecslési hibat mutatja.

I. tablazat. A paraméter vektor elemei

felvett | 0.5 0.5 0.5 0.5 |15.0 0.5 0.5 05 |-1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5 1.5

becsiilt] 0.497 | 0.499| 0.524| 0.497|14.996| 0.494| 0.502| 0.499|-1.492 | 1.492| 1.478| 1.502| 1.505| 1.479| 1.442

hiba | 0.440 | 0.445| 1.408| 0.185(1.954 | 0.418| 0.241| 0.241| 0.753 | 0.753| 0.483| 0.273| 0.306| 0.273| 0.612

A tablazat tanusaga szerint a (viszonylag) nagyszamu Eotvos inga adat és néhany fiiggdvonal elhaj-
lasi adat egylittes inverzidjara kidolgozott eljards meglehetdsen pontos paraméterbecslést eredmé-

nyezett. Ezt a 2. abra is igazolja, kiilondsen az 1. dbrdaval vald 6sszehasonlitas utan.

Az eredmény rmodellen szamitott Wiy potencial dervalt adatok Az eredmény modellen szamitott Wielta potencial derivalt adatok

W gravitacids potencidl derivalt rekonstrualt felolet Wy gravitacios potencial derivalt rekonstrualt fellet

2. abra. Az inverzi6 utan az eredmény modellen szamitott W, és W4 adatrendszer valamint a rekonstrult W, és W, feliilet
(ebbdl szamithato a fiiggévonal elhajlas barmely x,y pontban)

Az algoritmus stabilitasat jol jellemzi a II. tabldzatban bemutatott korrelaciés matrix. A féatlon

kiviili elemek viszonylag kis korrelaciot mutatnak az egyes ismeretlenek kozott.
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II. tablazat. A korrelacios matrix elemei (korrelacios atlag: 0.180)

1 0.0034(0.062]0.0103{0.0449]-0.1038(-0.0365]|-0.092(-0.0073]0.0122(-0.0146]|0.0182(0.0379|0.002

0.0034

0.0058({0.0125]0.0017(-0.0202]-0.0787(-0.0451]-0.0097{0.0007]0.052({0.0201]-0.0264({0.0037

0.062(0.0058]1 -0.0232{0.0942(0.3517(-0.0255{0.0135]-0.0501(-0.7302{0.0412]-0.0946(-0.024(0.0464

0.0103{0.0125(-0.02321 -0.0159({0.0359]0.1904{0.2023]0.0196(-0.0114|-0.3487(-0.1151]-0.352{-0.0092

0.0449(0.0017]0.0942(-0.0159|1 0.2313-0.022110.0112{0.0017|0.3586(0.013|-0.0704(-0.0055]-0.5278

-0.10381(-0.0202]0.3517(0.0359(0.2313|1 0.1179(0.1659]0.0271(-0.1136{-0.079|0.038({0.1209(-0.0116

-0.0365(-0.0787(-0.0255{0.1904-0.0221{0.1179

—
(=1

.5696(0.1105]0.0206(0.2455]0.2451({0.0799]0.0225

-0.092(-0.045110.0135(0.2023(0.0112(0.1659(0.5696

[}

.0536(0.0318]0.0719({0.2467]0.2393(0.0199

-0.00731{-0.0097(-0.0501]0.0196(0.0017{0.0271({0.1105]0.05361 0.0855(0.0578]0.0258(-0.0232]-0.3429

0.0122(0.0007]-0.7302(-0.0114]0.3586(-0.1136]0.0206(0.0318]0.0855

(=}

.046(0.1054(0.0673(-0.0769

-0.0146(0.052]0.0412(-0.3487{0.013|-0.079(0.2455{0.0719(0.0578(0.046

(=1

.5395(0.0774]10.0528

0.0182(0.0201(-0.0946{-0.1151(-0.0704|0.03 8(0.2451(0.2467(0.0258(0.1054(0.5395

—

0.5419(0.0834

0.0379(-0.0264]-0.024(-0.352|-0.0055({0.1209]0.0799(0.2393]-0.0232(0.0673]0.0774(0.5419]1 0.0373

0.002(0.0037|0.0464-0.0092{-0.5278]-0.0116(0.0225{0.0199(-0.3429-0.0769]0.0528(0.0834(0.0373|1

o4

Az 1. tablazat adatai alapjan az atlagos becslési hiba 0.58%, a II. tablazat féatlon kiviili elemeinek
atlaga (a korrelaciés norma) 0.180 — tehat az inverzids algoritmus igen stabil.

Osszefoglalas

A bemutatott modszer a potencialfiiggvény nagyszamu EGtvos-inga adat és néhany (pl. csillagasza-
ti) fliggévonal elhajlas adat egylittes inverzidjanak felhasznalasaval torténd meghatarozasara nyujt
lehetOséget. Az igy rekonstrualt potencidlfiiggvénybdl szamos gyakorlati fontossagl ,.teret”, (pl.
fiigg6vonal elhajlast) a vizsgalati terlilet barmely pontjan leszdrmaztathatunk. Az eljaras elénye,
hogy mindezt egy jelent6sen tulhatarozott inverz probléma megoldasaval tehetjiik.

Koszonetnyilvanitas

A nehézségi erétér potencialfiiggvényének inverzids rekonstrukcidjaval kapcsolatos kutatasok a T-
037929 sz. OTKA anyagi tamogatasaval folynak.
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